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Erweiterung des Begriffs der Räume 
skalarer und konstanter Krümmung 
Von ARTHUR MOOR in Szeged 
Einleitung 
Ein n-dimensionaler Riemannscher Raum 9t„, in dem die Metrik durch 
das Bogenelement 
(0.1) ds=Ygi3(x)dxidxi (x: x^x2, ...,xn) 
bestimmt ist, wird ein Raum von skalarer Krümmung genannt, wenn der 
durch den metrischen Orundtensor g,j(x) bestimmte Krümmungstensor RAi 
die Form 
(0.2) RAi = 2R(x)gi[köii1) 
hat. Der Krümrhungstensor RAi des Raumes 9t,t ist von den gik durch die 
sog. Übertragungsparameter rA abhängig, wo die rA die aus dem metri-
schen Grundtensor gik gebildeten Christoffeischen Symbole sind. 
Die Übertragungsparameter r A bestimmen bekanntlich die Parallel-
übertragung der Vektoren und die geodätischen Linien des Raumes 9t l t. 
Bestimmen wir nun die Metrik des Raumes durch die Grundform (0. 1), 
die Parallelübertragung der Vektoren aber statt der Übertragungsparameter 
r / k durch andere Übertragungsparameter von der Form : 
(0.3) LA = rA + AA, 
so bekommt man einen Raum 9t*, dessen Struktur durch die beiden Funda-
mentaltensoren gij und Ai3k bestimmt ist. Aus (0. 3) sieht man nämlich un-
mittelbar, daß AA nur einen Tensor bedeuten kann, falls die Transformations-
formeln von LA und rA übereinstimmen, was wir im folgenden immer 
bedingen wollen. Eine' derartige „Erweiterung" 9t* des Raumes 9t„ hat sowohl 
Wir verwenden die Schoutensche Symbolik; vgl. [7], insb. Kap. I. § 3. (Die Lite-
ratur befindet sich am Ende unserer Arbeit.) 
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physikalische, wie geometrische Anwendungen. Wir verweisen bezüglich der 
physikalischen Anwendungen auf die Arbeiten [3] und [5], und bezüglich der. 
geometrischen Anwendungen auf die Arbeiten [6] und [7], Kap. III. 
In vorliegender Arbeit sollen Díí-Raume von skalarer Krümmung, in zu 
den Riemannschen Räumen skalarer Krümmung formal analoger Weise (d. h. 
gemäß Formel (0. 2)), definiert werden. Danach soll festgestellt werden, welchen 
geometrischen Inhalt diese Definitionen haben. Die 9t,"¡-Räume von skalarer 
Krümmung haben die charakteristische Eigenschaft, daß in diesen Räumen 
in jedem Punkte und in jeder Richtung eine geodätische Hyperfläche gelegt 
werden kann. Diese Eigenschaft gibt eine geometrische Verallgemeinerungs-
möglichkeit für die Definition der Räume von skalarer Krümmung. 
Dementsprechend werden wir in § 1 die Grundformeln der 9?,*-Räume 
zusammenstellen; in § 2 werden.wir die Definition der 9t*-Räume von ska-
larer Krümmung angeben und die Gültigkeit des Schurschen Satzes in diesen 
Räumen untersuchen. In § 3 betrachten wir einige wichtige Grundbegriffe der 
Theorie der Hyperflächen in Bezug auf die Parallelübertragung der Hyper-
flächenvektoren und in § 4 und § 5 untersuchen wir die geometrischen Eigen-
schaften der 9i*-Räume von skalarer Krümmung. Endlich, in § 6 wollen wir 
durch Beispiele die Existenz dieser 9t* -Räume beweisen. 
§ 1. Grundformeln der 9t*-Räume 
In einem л-dimensionalen 9t*-Raum seien die geometrische Struktur 
bestimmenden Fundamentaltensoren g¡j(x) und А/к(х), wo der symmetrische 
Tensor gij die Metrik des Raumes bestimmt und für gij(x) die quadratische 
Form g¡j(x)yiyj in den Hilfsveränderlichen yi positiv definit ist. Der Tensor 
Ajk definiert durch (0. 3) die Dbertragungsparameter des Raumes. 
In dem 9 t*-Raum existieren zwei kovariante und zwei invariante Dif-
ferentiale je nach den beiden Übertragungsparametern (0.3) und Г / к . Die 
kovariante Ableitung nach den Übertragungsparametern (0. 3) bzw. Г Д wol-* 
len wir mit V/¡ bzw. XJk bezeichnen. Für einen Vektor bzw. ist also 
(1.1) (a) v ^ d b t + r t e ' - , (b) = 
v (1.2) (а) = + = 
( 1 . 2 ) ( b ) = 
' Die entsprechenden invarianten Differentiale sind durch die Formeln 
<1. 3) DZ \7kfdx, Dt = butdx = DS + A/kljdxk 
bestimmt. 
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Neben den geodätischen Linien existieren im Raum Di» die sog. auto-
parallelen Kurven.. Da die Parallelübertragung der Vektoren längs einer Kurve: 
r = **(/) durch 
, gdX* 
0-4) -¡¡J -äT + L i ^ S t 
dxi 
festgelegt ist, definieren die Differentialgleichungen (1.4) für = = 
d. h. die Differentialgleichungen 
(1.5) 0, 
dxl 
solche Kurven, deren Tangentenvektoren x l = l ä n g s der Kurve parallel 
verschiebbar sind. Wir bemerken, daß die Gleichungen (1. 5) nicht parameter-
invariant sind. Die parameterinvariante Form von (1.5) ist (vgl. [4] § 7 und 
§22) 
,, _ . dxh f d-x1 , , ; dxi dx" \ dx( fd2xh , , h dxi A 
( L 5 a ) 
Der affine Parameter t in (1.5) ist bis auf eine lineare Transformation be-
stimmt. Die Kurven (1. 5) nennt man autoparallele Kurven. Der Parameter: t ist 
in (1.5) im allgemeinen nicht die Bogenlänge: s, sondern ein geeigneter 
affiner Parameter des durch L(A-:> bestimmten affinen Zusammenhangs (vgl. 
[4] § 2 2 . Offenbar kommt in (1.5) nur der symmetrische Teil von LA vor). 
Ist z.B. die Übertragung (1.2) metrisch, d .h . v,,.gvy = 0, so kann t = s ge-
nommen werden da jetzt aus (1.5) 
-¡¡f{gi*{x(t))xi*k) = 0> d - > gikXiXk = konst. 
folgt. Ist also für einen konstanten Wert to 
(/ , w «t • k 1 • i def d x
l 
x(/o))XoXo = l , Xo = -¿jj 
so ist diese Relation längs der ganze Kurve gültig, d. h. x' ist der tangente 
Einheitsvektor2). 
Der zu den Übertragungsparametern LA gehörige Krümmungstensor ist 
durch die Formel 
Ri3ia =2d\iL\i\k]-\-2Li [kL\t\i\ 
2) Wäre diese Relation für ein beliebiges t0 nicht gültig, so würde ihre Gültigkeit 
nach einer Parametertransformation von der Form a = ct — die den Charakter von (1.5) 
unverändert läßt — erreichbar sein. Es wäre dann a = s. 
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festgelegt (vgl. [7] Kap. III, Formel (4. 2))3). Auf Grund von (0. 3) kann dieser 
Tensor auch in der Form: 
( 1 .6 ) . RVu R/kt "T s/l;l 
angegeben werden, wo R i u der zu den Christoffeischen Symbolen F Á ge- . 
hörige Riemannsche Krümmungstensor ist, und der Tensor S/ki durch 
(1.7) Si*ki = 2S7\iA\i\?k\ -j-2Ait[icA\t\3]] 
bestimmt werden kann [vgl. [7] Kap. III '(4.22a)]4). 
Man kann leicht verifizieren, daß der Krümmungstensor R*\.,. den fol-
genden Identitäten — die die Verallgemeinerungen der sog. Bianchischen 
Identitäten sind — genügt: 
(1.8a) V[(/?|i|Vi + 2Rir[j\t\í2ki] = 0, Í 2 k i = A[ki\. 
(Vgl. [7] Kap. III (5. 19)). Diese Identitäten können auch in der äquivalenten 
Form: 
(1. 8b) \J[iR\i\rjk]-\- Atr[iR\i\jk] — Ai[iR\t\rjk] = 0 
angegeben werden. Die entsprechenden Identitäten für den Riemannschen 
Krümmungstensor R i u bekommt man aus (1. 8b), wenn A/u — O gesetzt wird. 
Wegen seiner Anwendungen in der Geometrie und in der Physik ist 
der Fall 
(1.9) Aijk = — Ajck, Aijk =gjtAik 
besonders wichtig. Die Relation (1.9) bedeutet, daß die durch (0.3) defi-
nierte Übertragung metrisch ist. In diesem Falle existieren also im Raum 
9t* zwei metrische kovariante Ableitungen, und zwar (1.1) und (1.2) (vgl. 
[6] § 1). Bezüglich der physikalischen Anwendungen verweisen wir auf die 
Arbeit [5].. Die Relation (1.9) beeinflußt die schiefsymmetrischen Eigenschaften 
der Krümmungstensoren R*j,a und S,jki. Aus (1.7) folgt dann unmittelbar auf 
Grund der Formel V¿á> = 0, daß 
Síjkl= Sjikl 
ist, und wegen 
( 1 . 1 0 ) Riju = — R j i n 
wird nach (1.6) auch der Krümmungstensor Rtjki in i,j schiefsymmetrisch. 
3) In der Arbeit [7] sind unsere Übertragungsparameter L/Jc mit r / , . und der Ten- , 
sor R*/kl ist durch Rj,],'/ bezeichnet. 
4) In der Arbeit [7] sind die Bezeichnungen und V,£ im Vergleich zu unserer 
Arbeit verwechselt. Statt Ahjk steht in [7] T;ikj und statt steht Skll. 
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Die schiefe Symmetrie von R*jki könnte man übrigens im Falle einer metri-
schen Übertragung auch von den Identitäten von RICCI leicht ableiten. Die 
Identitäten von RICCI sind nämlich z.B. für einen Tensor zweiter Stufe: 
( 1 . 1 1 ) — = 
Ist nun VjS"n6== 0, so ergibt (1.11), falls statt Tah der metrische Fundamen-
taltensor gab gesetzt wird, unmittelbar die erwähnte Relation R^ab)jk = 0. 
Die geodätischen Linien und die autoparallelen Kurven sind in dem 
Di*-Raum identisch, falls die Relationen 
( 1 . 1 2 ) = 
bestehen. Wegen der längs (1.5) gültige Relation 
-¡¡f (gaxW) = ( V k g f J x ' x W =—2 Afwx'x'x^O, 
kann in (1.5) bei diesem Typ t = s gesetzt werden. Dieser, durch (1.12) 
charakterisierte Typ findet seine physikalische Anwendungen in den Arbeiten 
I. und II. von [3]. In den durch (1.12) charakterisierten Di'-Räumen ist 
(1.12a) 
Die schiefe Symmetrie der Krümmungstensoren R*jki und Siju in den Indizes 
/' und j ist aber jetzt nicht gültig. . 
Ist endlich 
(1.13) A i k = A j i , , . 
so sind die Übertragungsparameter LA nach den Formeln (0.3) in den In-
dizes /, k symmetrisch. Auch dieser Typ kann in der Physik angewandt werden 
(vgl. [3] III und IV). Es gilt jetzt 
(1.13a) ß A = 0. 
Die Identitäten (1.8a) für den Krümmungstensor R*Jki werden jetzt dieselbe 
Form haben, wie die Bianchischen Identitäten für den Riemannschen Krüm-
mungstensor Rij,d. Statt der kovarianten Ableitung Vi steht aber in den 
Bianchischen Identitäten des Krümmungstensors RVM die kovariante Ableitung 
V; (vgl. (1.1) und (1.2)). Der durch (1.13) charakterisierte Fall ist im We-
sentlichen die Zusammensetzung eines metrischen und eines affinen Raumes 
mit symmetrischer Vektorübertragung. Die Vektorübertragung ist zwar nicht-
metrisch, doch existiert im Räume eine Bogenlänge für die Kurven und ein 
Längenbegriff für die Vektoren. 
Die Relationen (1.9) und (1.12) können gleichzeitig bestehen. Der 
Tensor Aijk wird dann in allen seinen Indizes schiefsymmetrisch sein. Das 
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müssen wir noch nur auf j,k beweisen. Es ist aber nach (1.9) und (1.12): 
und das beweist unsere Behauptung. Offenbar können (1.12) und (1.13) nur 
dann gleichzeitig bestehen, wenn Aijk = 0 ist. Ebenso folgt aus (1.9) und 
(1.13), falls diese gleichzeitig bestehen sollen, daß Aijk = Ö ist. Es ist näm-
lich nach (1.9) und (1. 13) . 
(1.14) AijK = — Ajiic = — Akij = Aikj = Ajkl = — Akji = — Aijk, 
d .h . Aijk = —Aiji,, und das beweist unsere Behauptung. 
Selbstverständlich muß in diesem letzten Falle n > 2 vorausgesetzt wer-
den, denn vollständig schiefsymmetrische Aijk können nur für n > 2 bestehen. 
§ 2. De f in i t i on der Di*-Räume von skalarer K r ü m m u n g 
Die Definition der Di*-Räume von skalarer Krümmung wollen wir in 
der Weise angeben, daß der Di*-Raum in den gewöhnlichen Riemannschen 
Di„-Raum von skalarer Krümmung übergehe, falls Anc = 0 gesetzt wird. Wir 
definieren erstens die Di,'-Räume von skalarer Krümmung durch formale For-
derungen 
D e f i n i t i o n . Ein Di '-Raum soll ein Raum von skalarer bzw. konstan-
ter Krümmung erster, zweiter, bzw. dritter Gattung genannt werden, falls 
eine 'der Relationen 
gültig ist. Der Tensor yik soll dabei durch die Grundtensoren gab und A«t, 
bestimmt sein. R*(x) ist der Krümmungsskalar des Raumes; ist R* eine Kon-
stante, so ist der Di '-Raum von konstanter Krümmung. 
Die Typen (2. 2) und (2. 2a) haben gleichartigen Charakter, somit wol-
len wir nur (2. 2) eingehender untersuchen. Wir werden jetzt einige Sätze in 
Bezug auf die Räume von skalarer Krümmung beweisen. 
Nehmen wir an, daß der nicht unbedingt symmetrische Tensor yik durch 
(2.1) 
( 2 . 2 ) 
(2. 3) 
Rljki = 2 R* Yi[i:Y\j\i] i 
Rljm = 2 R* Yi[kg\j\i\, (2.2a) Rb, = 2R'g,V:ym, 
R*jkl — 2R*g,[kgm 
(2. 4) VjY(h = 0, Det (ya) =f= 0 
festgelegt ist. Wir beweisen den folgenden 
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S a t z i: Ist in einem 9l*-Raum (n > 2) von skalarer Krümmung (2.1) 
und (2. 4) gültig, so besteht für den Krümmungsskalar R* die Relation 
(2. 5) du log |R"\ = - ^ { 2 9 j t - A t f 1 ; + r i k A m Y i l ) , 
wo /(]' durch 
•t / M /" r 
ru7o =r»rP=ö> = \ 0 f ü r b + c 
festgelegt ist. (Selbstverständlich ist yi von y'J =gtg3''yh. verschieden.) 
B e w e i s . Ziehen wir in (1.8a) den Index r herab, so wird wegen: 
V »£<; = — 2Aiij)k 
V p/?i»-| yk] + 2 A(tr)[iR\i\ljk] + 2Rir[j\t\ß/c'ij = 0 
bestehen. Beachten wir jetzt die Gleichungen (2.1) und (2.4), so wird: 
(2.6) {2X7iR*yiUym + 4 i^ '{A^iy^yn 4- G^Yn/Tm)} + {zykl.},-*, = 0, 
wo {zykl.}j7,i eine zyklische Permutation auf die Indizes j, k, l bedeutet. Man 
bekommt aus der Formel (2. 6) nach einer Überschiebung mit y\f und dann 
mit /o im Hinblick auf die Relation y»yi = gw-
(2.7) (n-1) (n -2) V , R * - 2 R * \ n - 2 ) ( 2 ü ! t - g t j A m + Am7{f) = 0. 
Beachten wir jetzt, daß für einen Skalar R*, \/kR* = dkR* ist, so folgt aus (2.-7) 
wegen n > 2 unmittelbar die Formel (2. 5), w. z. b. w., 
Der bekannte Schursche Satz behauptet in den Riemannschen Räumen 
(vgl. [2] § 26), daß in den Riemannschen Räumen von skalarer Krümmung 
der Krümmungsskalar R*{x) eine Konstante ist, falls n> 2 besteht'). Als eine 
unmittelbare Folgerung des Satzes 1 entsteht das folgende 
K o r o l l a r . In den durch (2. 1) und (2.4) charakterisierten Räumen ist 
der Schursche Satz dann und nur dann gültig, falls 
2 Qk \ = At \—y\ AUt)i "/o 
ist. In diesen 9i*-Räumen von skalarer Krümmung erster Gattung ist 
R* = konst. 
») In der Formulierung des Schurschen Satzes steht in [2] § 26 statt des Begriffs 
von „Räumen von skalarer Krümmung" der Begriff der Räume, deren Krümmung von der 
Orientation (d. h. von der Zweistellung) unabhängig ist. Bekanntlich sind aber diese beiden 
Typen von Riemannschen Räumen identisch. 
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Ist die Übertragung (0.3) metrisch bezüglich der gik, so reduziert sich 
nach (1.9) unsere letzte Formel auf £2k\ = 0. 
Für die durch (2. 2) charakterisierten Räume beweisen wir den folgenden 
S a t z 2. a) Besteht in einem Wl-Raum von skalarer Krümmung die 
Relation (2.2), ist weiter R'Ф 0 und ist ylk Ф с gik, so kann die durch (1.2) 
bestimmte Übertragung V k in Bezug auf den Grundtensor gik nicht metrisch 
sein. 
b) Sind у¡1; und A'k in i, к symmetrisch, ist R* = konst., weiter existiert 
eine Zahl N derart, daß die letzte Gleichung des Systems 
(2. 8) yi(i V|»ii... Vih,.| Yj)k //,•(; Viiii,... V „ v i r ^ = 0 ( r = 1, 2 , . . . , 7 V + 1 ) 
eine Folge der vorigen sei, und ist endlich уц — уц eine Lösung dieses Glei-
* 
chungssystems, dann ist У/,-7,7 = 0. 
c) Ist £2Д = 0, Чк'/цф О, so ist für n> 2 
2 • * 
dk log | R* | = — — p уд V т\Л • 
B e w e i s , a) Im vorigen Paragraphen haben wir gezeigt, daß im Falle 
einer in Bezug auf den metrischen Grundtensor. gik metrischen Übertragung 
R*(ij)u = 0 ist. Auf Grund von (2. 2) wäre dann: 
7'[tg'ij + = 
Von dieser Gleichung folgt nach einer Überschiebung mit gjl 
yik=\cgik, C^yßg". 
Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer bezüglich des Tensors yik gestell-
ten Bedingung. 
* 
b) Die Integrabilitätsbedingungen von VA7,J = 0 sind (vgl. [4] § 2 9 ) 
• YHiR^M = 0, /¡(гV|nii... Vm,.|R*-)ki — 0 ( r = l , 2 , . . . ) . <-
Da nach unserer Annahme (2. 2) besteht, und R* = konst. ist, sind die In-
tegrabilitätsbedingungen die folgenden 
bm*—/к(«ул»=о, • * » * 
YKi4mr\Yj)k—7/t(iV|,4mr\Yj)i = 0 ( r = 1 , 2 , . . . ) . 
Ist nun Yij = Yij, so ist dieses Gleichungssystem wegen (2.8) erfüllt. (Die 
erste Integrabilitätsbedingung ist für 7y = 7>y immer identisch erfüllt). 
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Der 9i*-Raum ist im Falle b) auch ein Riemannscher Raum von kon-
stanter Krümmung mit dem metrischen Fundamentaltensor YV- Die Bedingung 
A\A\ = 0 (A/k ist jetzt in i, k symmetrisch) sichert, daß auch LA in i, k 
symmetrisch ist; dann ist LA aus V/c/y = 0 eindeutig bestimmbar, falls noch 
det (/,;,•)=£ 0 ist; die LA werden eben die aus gebildeten Christoffeischen 
Symbole. Auf Grund von (2.2) wird: 
RVu = 2R*ri{köi]. 
c) Ist nun Q A = 0, \JkYij=hO, so wird nach (1.8a) und (2.2) 
{ \7IR*YHA\ + FVIYNAL} + {zykl-W = 0 
bestehen. Setzen wir r = k, summieren wir dann auf k, so wird nach einer 
Kontraktion mit y'd: di, log |/?*| die im Satz 2 angegebene Form haben. 
Für die Räume skalarer Krümmung dritter Gattung bemerken wir, daß 
log |/?*| = — ^ . Q , ' , 01 1 n — 1 
bestehen wird, falls XJkgij = 0 gültig ist: dies folgt aus (1.8a) nach einer 
Verjüngung auf r, k und nach einer darauffolgenden Kontraktion mit gv. Ist 
XJkgij=f= 0; s o besteht der folgende 
S a t z 3. Hat der Krümmungstensor R*jki die Form (2. 3), so ist für 
den Kriimmungsskalar R*(x) 
(2.9) ö;clog|7?*| = j ^ ( A k \ - A t k ' ) 
gültig, falls n> 2 besteht. 
B e w e i s . Nach (1.8b) und (2.3) wird wegen Vig",/, = 0, wenn wir 
noch in (1. 8b) den Index r herabziehen: 
{ViR*gi[igk\r + R'iAtrigiud^—AAgtygk]^} + {zyk\.}ßd = 0. 
Überschieben wir diese Gleichung erstens mit gkr und dann mit gij, so wird: 
(n — 1) (/i — 2)diR* -\-{n—2)R*{Ati — Ai't) = 0, 
da ViR* = diR* ist. Aus unserer letzten Gleichung folgt aber wegen n > 2 
unmittelbar (2. 9), w. z. b. w. 
Auch in diesem Falle zeigt die Formel (2. 9), daß der Schursche Satz 
nur in den durch Ak t = Atk charakterisierten Räumen bestehen kann. Ist 
Aijk in den ersten beiden Indizes schiefsymmetrisch, so stimmt (2.9) wegen 
A , k = — A k t mit (2.5) überein. 
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B e m e r k u n g . Der Teil b) von Satz 2 bestimmt die Bedingungen 
dafür, daß der 9i*-Raum wieder ein Riemannscher Raum von skalarer Krüm-
mung mit dem Fundamentaltensor y^ sei. Untersuchungen in Bezug auf das 
Problem, daß der 9t,'-Raum wieder ein allgemeiner Riemannscher Raum 9t,, 
sei, befinden sich in [8]. Der Typ (2. 1) bestimmt im allgemeinen keinen 
Riemannschen Raum von skalarer Krümmung, da 
R\3la={=R\y,M--ynöi), 
wenn für R*jH die Formel (2. 1) gültig ist. Von den Luc erhalt man nämlich 
R*iki, und das Herabziehen von j in der Formel (2.1) geschieht mit gjr und 
nicht mit y.jr. — 
Wir werden jetzt die Räume von skalarer Krümmung durch die Verall-
gemeinerung einer geometrischen Eigenschaft der Riemannschen Räume von 
konstanter Krümmung definieren. Die Vektorübertragung des 9t*-Raumes in-
duziert auf jede Hyperfläche F„-i eine Parallelübertragung für die Vektoren 
von F„_i. Auf Grund dieser induzierten Übertragung — die wir im § 3 ana-
lytisch formulieren wollen —, können die autoparallelen Linien von F„.i de-
finiert werden. Jetzt können schon die autoparallelen Hyperflächen An.i — die 
die Verallgemeinerungen der geodätischen Hyperflächen eines Riemannschen 
Raumes sind — auch definiert werden. 
D e f i n i t i o n . Eine Hyperfläche Fn.i ist eine autoparallele Hyperfläche 
An-t von 9t,t, wenn die bezüglich der induzierten Parallelübertragung von Fn.i 
autoparallelen Linien auch bezüglich der Übertragung von 9t* autoparallel sind. 
Die Räume von skalarer Krümmung vierter Gattung definieren wir nun 
in folgender Weise: 
D e f i n i t i o n . Der dil-Raum ist ein Raum, von skalarer Krümmung 
vierter Gattung, wenn in jedem Punkte Po von 9t* und in jeder Richtung eine 
autoparallele Hyperfläche A„~i gelegt werden kann. (Der Ausdruck: „in jeder 
Richtung" bedeutet, daß der Flächennormalenvektor vt im Punkte P0 beliebig 
angegeben werden kann.) 
Im nächsten Paragraphen werden wir die Grundzüge der Theorie der 
Hyperflächen und die charakteristischen Bedingungsgleichungen der autoparal-
lelen Hyperflächen bestimmen. Erst dann können wir die analytische For-
mulierung der 9i*-Räume von skalarer Krümmung vierter Gattung angeben. 
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§ 3. Grundzüge der Theorie der Hyperflächen im 9i*-Raum 
Eine /z-dimensionale Hyperfläche Fn~ 1 kann durch die Funktionen von 
(«—1) Veränderlichen 
(3.1) i i = r ( u 1 ) a ä ) . . . ) a « - 1 ) . ( ' = 1 , 2 , . . . , / ? ) 
oder durch die einzige Gleichung von der Form 
(3.2) 9(xl,x2, . . . , x" ) = 0 
angegeben werden. Die Tangentenvektoren von (3. 1) sind durch 
bestimmt0). Wir werden immer bedingen, daß der Rang der Matrix (BlQ) 
gleich (n — 1) ist. Der metrische Grundtensor von Fn-i soll mit aaß bezeichnet 
werden; bekanntlich ist aa,s die Projektion des metrischen Grundtensors gik-
auf die Hyperfläche Fn-\. In gewöhnlicher Weise definieren wir die kontra-
varianten Komponenten aafl von aaß durch die Gleichungen aaßüßy = öy. Wir 
benötigen noch die Projektionsvektoren 
(3.3) . Bl = aaegijB{, 
die im Wesentlichen nur eine andere. Form der Tangentenvektoren sind. 
Bezüglich der weiteren Bezeichnungen bemerken wir, daß wir die 
Flächenkomponenten eines Tensors immer durch griechische Indizes, während 
die Raumkomponenten durch lateinische Indizes bezeichnen werden. 
Der 9t*-Raum induziert eine Parallelübertragung in die Hyperfläche 
Fn-1. Diese induzierte Übertragung wollen wir dadurch festlegen, daß wir 
fordern, daß das induzierte invariante Differential eines Vektors le von 
* 
Fn-i gleich die Projektion des invarianten Differentials des entsprechen-
den Raumvektors sei. Analytisch gibt diese Forderung die Relation 
(3.4) 
Diese Formel ist vollständig analog zur entsprechenden Relation der Riemann-
schen Geometrie (vgl. [2], Formel (24.10)). Die Formel (3.4) ermöglicht, 
daß mehrere Eigenschaften der geodätischen Linien auch für die autoparal-
lelen Kurven der 9t*-Räume gültig bleiben. 
Die Formel (3. 4) ist gleichwertig damit, daß die Übertragungsparameter 
<paßy der Flächenübertragung gleich der Projektion von Luc sind. Da die von 
Die griechischen Indizes sollen jetzt und in den Paragraphen 3—4 immer die 
Zahlen 1 , 2 , . . . , (n—1) bedeuten. Die lateinischen Indizes laufen von 1 bis n. 
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aaß gebildeten Christoffeischen Symbole die Projektion von F / k sind (vgl. [2], 
§24 , insb. Formel (24.9)), wird <D„ßy die Projektion von Lik, falls wir A/k 
auf die Hyperfläche F„-i proizieren, und die Projektion A„y von A'k zu der 
Projektion r a ß y von F i k addieren. — Ist der zu den —von a„ß gebildeten 
Flächenübertragungsparametern— r a ß y addierte Tensor s l j y nicht die Pro-
jektion von Aik auf F„-1, sondern „a priori" angegeben, so ist zwar die 
Fläche Fn-i ein 9tI-i-Raüm, doch (3. 4) wird im allgemeinen nicht gültig sein. 
Auf Grund der Formel (3.4) kann der folgende Satz leicht bewiesen 
werden (für den analogen Satz im 9?„-Raum vgl. [2] Kap. II § 24). 
S a t z 4. Ist eine Kurve C: x* = x'(t) einer F„.i auioparallel in Bezug 
auf die Übertragung D des :)(*-Raumes, d.h. ist Dxl = 0, so ist C auch in 
Bezug auf die induzierte Übertragung A von Fn-i autoparallel, d. h. es ist 
Aii> = 0. 
Ist aber C autoparallel in Bezug auf die induzierte Übertragung A von 
Fn-i, so ist C in Bezug auf die Übertragung D des 9l*-Raumes entweder 
auch autoparallel, oder es steht der „affine Krümmungsvektor" Dxl von C or-
thogonal auf die Tangentenvektoren von Fn~i. 
• 
B e m e r k u n g . Dxl ist im allgemeinen nicht parameterinvariant. Da 
aber nach der Voraussetzung die Kurve C in Bezug auf die Übertragung A 
von Fn-i autoparallel ist, bestimmt die Relation Aifi — 0 einen ausgezeichne-
ten affinen Parameter t der Flächenübertragung, definiert durch die Übertra-
gungsparameter ( P a y . Es ist dann 
x\t) = x%u\t), u*(t),...,u»-l(t)) 
* 
und Dxl kann als ein affiner Krümmungsvektor in Bezug auf die Flächen-
übertragung A betrachtet werden. 
B e w e i s d e s S a t z e s 4. Es sei in der Formel (3.4) der Flächen-
vektor eben der Tangentenvektor üa einer Flächenkurve ua = ua(t). 
» 
Ist nun Dx' = 0, so folgt aus (3.4) wegen 
(3.5) §> = i< 
unmittelbar JAüe = 0, und das beweist die erste Hälfte des Satzes 4. 
Nach einer Überschiebung der Formel (3. 4) mit aQ<T bekommt man auf 
Grund von (3. 3) und (3. 5) 
RsDxr _ n Au0' 
woraus die zweite Hälte des Satzes 4 unmittelbar folgt. 
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In dem Riemannschen Raum 9i» kann man im Satz 4 statt autoparal-
lelen Kurven die geodätischen Linien nehmen, da im 9t„ diese Kurven mit 
den autoparallelen Kurven identisch sind. 
Die zweite Hälfte des Satzes 4 drückt aus, daß falls die Kurve ua = ua(t) 
in Bezug auf die Flächenübertragung J autoparallel ist, so hat der normierte 
Krümmungsvektor 
,..Dxl 1 def / Di* Dx* 
• f - M - d T ' = 'ga-dT~dT 
die Richtung des Flächennormalenvektors r , d .h . i f ^ + v1. (ç(t) ist bloß 
ein Normierungsfaktor, und nicht die Krümmung der Kurve, falls t nicht die 
Bogenlänge ist.) Offenbar ist if unbestimmt, wenn Dxl = 0, d .h. die Kurve 
eine autoparallele Linie des 9l»-Raumes ist. In diesem Falle kann if. beliebig 
gewählt werden. Wir wollen aber auch in diesem Falle if durch if = vi 
bestimmen. Die zweite Hälfte des Satzes 4 kann also auch in der folgenden 
wichtigen Form formuliert werden: 
S a t z 4*. Ist die Kurve C autoparallel in Bezug auf die induzierte 
Flächenübertragung, so ist der normierte Krümmungsvektor if bis auf Vor-
zeichen mit dem Flächennormalenvektor vl identisch. 
B e m e r k u n g . Der normierte Krümmungsvektor if ist in dem Riemann-
schen Raum der Hauptnormalenvektor der Kurve. Im SR,'-Raum ist das nicht 
* 
immer richtig, nur dann, wenn das invariante Differential D metrisch ist. In 
anderen Fällen steht nämlich Dxl auf xi nicht immer orthogonal. Aus 
r-(t)^g{k{x(t))W 
sieht man, daß l2 von dem Tensor Aijk unabhängig ist und es folgt somit 
nach der Ableitung D/dt wegen Dgik = 2A(ik)jdxj 
dl , . . , .. Dxk 
und das beweist unsere Behauptung. Längs gewisser einzelnen Kurven kann * 
selbtsverständlich Dxl auf xl orthogonal stehen, wenn nämlich längs einer * 
Kurve 2 ~ j f l = x i S i k ^ f - gültig ist. Z.B. ist das der Fall auf Grund von 
Satz 4 längs der autoparallelen Kurven der Hyperfläche. In diesem Falle ist 
t der durch Jù8 = 0 bestimmte Parameter. 
Wir wollen jetzt die autoparallelen Hyperflächen An-i untersuchen. Die 
Definition der autoparallelen Hyperflächen haben wir im Paragraphen 2 an-
A 5 
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* 
gegeben. Mit den Bezeichnungen D und A der invarianten Differentiale 
bedeutet die Autoparallelität einer Hyperfläche, daß für eine Kurve ua = ua(t) 
der Hyperfläche aus Aüe = 0 stets die Relation D(B'xü") = 0 folgen muß. 
Offenbar sind auf Grund ihrer Definition die autoparallelen Hyperflächen 
An-1 im Riemannschen Raum 9t« mit den geodätischen Hyperflächen iden-
tisch, da die geodätischen Linien im gt^-Raum zugleich autoparallele Kurven 
sind. 
Wir geben jetzt die analytische Formulierung der A,-Fläche von 9t*. 
Die Fläche An-i sei durch (3. 2) angegeben. Es sollen die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen bestimmt werden, die die Autoparallelität 
von (3. 2) sichern. Es besteht der folgende 
S a t z 5. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
durch (3.2) bestimmte Hyperfläche autoparallel sei, ist die Existenz eines 
* * 
Vektors a;, derart, daß VkV¿.9 in der Form 
( 3 . 6 ) VFCV<9> = Ö ( ; V * ) 9 > — ß I R * V R 9 > , V K ? > = 8*9> 
darstellbar ist. 
* 
(Im Riemannschen Raum ist £2^ = 0 und statt Vk steht y f t . Vgl. [1] 
Kap. VI, § 3, Formel (10)). 
B e w e i s . Es sei x' = x'(/) eine beliebige Kurve der Hyperfläche (3.2). 
Man hat somit nach (3.2): 
(3.7) 9(xl(t),x*(t),...,x»(t)) = 0. 
Nach zweimaliger Ableitung nach t wird: 
* • 
(3.8) = 
Ist nun die Kurve xi = xi(t) eine autoparallele Kurve des 9t*-Raumes d .h . ist 
= 0, = so folgt aus (3.8): 
(3.9) (VfcV,-9')l i? = 0, wenn = 0 
ist. (Die zweite Relation von (3. 9) drückt aus, daß die Kurve auf der Hyper-
fläche liegt.) 
Wir beweisen, daß die Relation (3.9) für die autoparallelen Hyper-
flächen charakteristisch ist. Dazu müssen wir noch zeigen, daß aus (3. 9) für 
jede autoparallele Kurve der Fläche (3. 2) die Relation Dxl = 0 folgt. 
Aus (3.7) folgt aber nach einer Ableitung nach t, daß /?£= Vi<jf der 
(nicht unbedingt auf 1 normierte) Normalenvektor der Fläche (3. 2) ist. Ist 
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nun die Kurve x ^ x ^ t ) eine autoparallele Kurve der Hyperfläche (3.2), so 
ist auf Grund des Satzes 4: D ^ ^ l n 1 . Aus (3.8) und (3. 9) folgt aber dann 
¿/j;/2' = 0, und da die quadratische . Form giknlnk positiv definit ist, wird • 
¿ = 0, d .h . Dx' — O; das beweist unsere Behauptung bezüglich der Relation 
(3. 9). 
Die autoparallelen Hyperflächen könnte man also auch durch (3.9) 
charakterisieren, wir zeigen aber, daß aus (3. 9) die Relation (3. 6) folgt. Vor 
allem bemerken wir, daß in (3.9) nur der symmetrische Teil von \7k\7i<p * * 
d. h. \7(k\7i)<p vorkommt. (3.9) kann man also in der äquivalenten Form 
(3.10) ( V(/c V o ( p ) = 0, • wenn (y , ; </>)^ = 0 
bestimmen. Ist aber (3. 10) eine Folge der Relation ( ^ 7 , ^ ) ^ = 0, wo lk ein 
beliebiges Element einer (n—l)-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit von * * 
Vektoren ist, so hat V ^ W J D nach einem Hilfssatz der Tensoralgebra (vgl. 
[1] S. 133) die Form 
(3.11) V(fcVofjP = ö(;V70f/>, \/,;cp = dk(p, cii = ai(x). 
(In unserem Falle ist & in der Gleichung (3.10) ein beliebiges Element 
der Tangentenvektoren in einem Punkte unserer Hyperfläche.) V k V i ^ kann 
aber immer in der Form 
(3.12) ' VkVi9=V<fcVo9>+V[*Vi]9> 
bestimmt werden. Auf Grund der Identität = folgt die Relation 
(3.13) V[fcVü9> = — ß n t V r y . 
Aus der Formel (3.12) folgt nun unmittelbar auf Grund von (3.11) und 
(3.13) die Formel (3. 6), w. z. b. w. 
In dem Riemannschen Raum 9i„ können die geodätischen d. h. die 
autoparallelen Hyperflächen unter den allgemeinen Hyperflächen durch fol-
gende Eigenschaft charakterisiert werden: 
E). Hat die Hyperfläche F„.i die Eigenschaft, daß sie alle Vektoren 
dauernd enthält, die längs einer Kurve C von Fn-1 durch Parallelverschiebung 
entstanden sind, so ist diese Hyperfläche eine geodätische Hyperfläche. 
Im allgemeinen 9t*-Raum hat eine autoparallele Hyperfläche An-1 nicht 
immer die Eigenschaft E). Während also im Di^-Raum durch die Eigenschaft 
E) die geodätischen Hyperflächen charakterisiert werden können, können 
durch diese Eigenschaft im 9i*-Raum die -Flächen im allgemeinen nicht 
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charakterisiert werden. Das kann durch eine einfache Rechnung bestätigt 
werden, indem wir beweisen, daß eine An-i nicht alle parallelverschobene 
Vektoren enthalten muß. 
Die Gleichung (3. 2) soll die Gleichung einer A„.i sein. dl soll einen 
Vektor von und xi = xi(t) eine Kurve C von A„.i bedeuten. Analytisch 
bedeutet das die Gültigkeit der folgenden Relationen: 
* dxi * * 
(3.14) (a) 0 ;V,-9 = O, (b) — V,<? = 0, \Ji<p = di<p. 
Durch Ableitung nach t von (3.14) (a) bekommt man die Formel: 
• * 
, * * v dxk * Dft' 
D d 1 
Ist nun der Vektor 6' längs C parallel verschoben, d .h . ist - ¿ f f - ^ ® ' s 0 
folgt aus der letzten Gleichung: 
• • (i X^' 
(3.15) , ( V k V ^ ^ f — O . 
Wäre die zur Eigenschaft E) analoge Eigenschaft im 9C-Raum gültig, dann 
müßte (3.15) eine Identität sein, da die Fläche An-i d .h . cp{x) = 0 eine 
autoparallele Hyperfläche ist, und selbstverständlich die Relationen (3.14) (a) 
¿ x i 
und (b) für den Vektor Ql bzw. gültig sind. Aus der charakteristichen 
Gleichung (3.6) folgt aber nach (3.14) (a) und (b): 
Die Gleichung (3.15) könnte also nur dann gültig sein, wenn aus (3.14) 
die Relation 
* dx" 
(3.16) = O 
gefolgert werden könnte. Offenbar ist aber (3.16) nicht in allen 9i*-Räumen 
für eine An-i gültig, wenn auch (3.6) und (3.14) erfüllt sind. 
Der formale Grund dafür, daß im Di'-Raum die An-i-Flächen durch die 
Eigenschaft E) nicht charakterisiert werden können ist das folgende: die 
Definition der autoparallelen Hyperflächen bestimmt bloß V(fcV«)9P. Im Rie-
mannschen Raum ist aber V(iV»)<p = Va-V,^-
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§ 4 . Über die Form des Krümmungstensors in den -Räumen 
von skalarer Krümmung vierter Gattung 
In diesem Paragraphen beweisen wir, daß falls der Krümmungstensor 
eine gewisse Form hat, der 9t*-Raum ein Raum von skalarer Krümmung 
vierter Gattung ist. Es besteht der 
S a t z 6. Hinreichend dafür, daß der %-Raum ein Raum von skalarer 
Krümmung vierter Gattung sei, ist das Bestehen der Relationen: 
(4. i) 
und 
(4. 2) 7i[jV;C]^?* + / ? * ( V M ü - ß i W * ] * + = 0, ym = 0. 
B e m e r k u n g . Yv spielt in der Formel (4.1) die Rolle des metrischen 
Grundtensors, wie das ein Vergleich von (0. 2) und (4.1) zeigt. Die Formel 
(4. 2) bestimmt den Zusammenhang von /y mit LA bzw. mit AA • 
B e w e i s d e s S a t z e s 6. Es sei 0(x) eine zunächst beliebige Funk-
tion. Wir definieren durch den Ansatz 
(4.3) '-'/jßi = —R* dJyij—Qi'jPr 
ein Vektorfeld, wenn Yv den in (4.1) und (4.2) vorkommenden symmetri-
schen Tensor bedeutet. Berechnen wir die höheren Ableitungen von pi gemäß 
(4.3), so bekommt man wegen der Voraussetzungen (4.1) und (4.2) direkt: 
(4. 4) V[fcV,]Pi = — y R*IRJHP,—QJRK VRPI + R*YHA](P<— <1\), 
also Ubereinstimmung mit den Riccischen Identitäten, falls dabei pi=<l>i=XJ 
gesetzt wird. Dies ist aber gerechtfertigt, denn aus (4.3) folgt auf Grund 
von (1.2) (b) und (0.3) sofort: 
(4.5) d jp i = - R t n j ® H r i i J r A i j))Pt = diPj. 
Das Differentialgleichungssystem (4. 3) ist also unter der Bedingung d@ = 
=Pidxl integrabel. 
Wir müssen noch zeigen, daß im 9i*-Raum, für den (4.1) und (4.2) 
gültig sind, wirklich in jedem Punkt P o M eine autoparallele Hyperfläche 
(0) 
bestimmt werden kann, deren Normalenvektor: eine beliebig vorgegebene 
Richtung/7? hat. Wir betrachten die allgemeinste Lösung pi=\J-i<I>{x) des 
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Differentialgleichungssystems (4. 3) für die 
(4.6) 0(*) = O, P.{*3)=P< 
(0) (0) 
besteht. Die durch 
(Pix1 ,*2 , . . . ,x") = 0 
bestimmte Hyperfläche ist eine autoparallele Hyperfläche. Auf Grund von 
(4.3) wird nämlich nach XJk0 — pk 
,• 0 = — R ' y u V - - 0 . 
Längs der Fläche <ß(x) = 0 ist nun 
( V / V , - < 0 ) ^ = 0 , 
und das ist eben mit der charakteristischen Gleichung (3. 9) der autoparal-
lelen Hyperflächen identisch. 
Gewisse spezielle Typen der 9t*-Räume von skalarer Krümmung vierter 
Gattung können auch durch andere Relationen als (4.1) und (4.2) charak-
terisiert werden. Zu solchen Räumen gelangen wir dadurch, daß wir die In-
tegrabilitätsbedingungen der Relationen (3. 6) bestimmen. Der folgende Satz 
ist gültig: 
S a t z 7. Hinreichend dafür, daß der 9lt-Raum von skalarer Krümmung 
vierter Gattung sei, ist das Bestehen der folgende Relation für den Krüm-
mungstensor: 
= W f l f l t f i — a i a i A v + 2 ß / » ß i r ( -
(4.7) ^ 
- 2 ( v [,A] r< - D-ß,]'',) + a, (¿2,- *\A\ - S2/k 
B e w e i s . Betrachten wir das Differentialgleichungssystem 
(4 . 8 ) V , - A = a Pj>—-Q, . 
Offenbar wird die allgemeinste Lösung pi(x) von (4. 8) der charakteristischen 
# 
Gleichung (3.6) der autoparallelen Hyperflächen genügen, falls p;='\/i0 
gesetzt werden kann. Durch die Anfangswerte (4.6) wird die Lösung eine 
Hyperfläche 0(x) = O bestimmen, die den Punkt Po(x') enthält, und deren 
Normalenvektor pi(x) ist. (l,) 
In analoger Weise, wie beim Beweis von Satz 6 bekommen wir durch 
die Berechnung der höheren Ableitungen von /?,• gemäß (4.8) wegen der 
Voraussetzung (4. 7) 
V [k V j] Pi = — y R* rjkpr—Qrk V rPi, 
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die eben die Riccischen Identitäten für den Vektor />,• sind. Da nach (4. 8) 
und auf Grund von (1.2) (b) und (0.3): 
djpi = a(ipj) + ( /Vi + Ai)))Pr = dipj 
ist, ist (4.8) mit p;=Vt<Z> integrabel, und das beweist den Satz 7. 
Wir wollen in einigen Spezialfällen die durch (4.7) charakterisierten 
Räume näher untersuchen. 
Im ersten Falle nehmen wir an, daß der 9i*-Raum ein Riemannscher 
Raum 9i„ von skalarer Krümmung ist. Da jetzt ß A = 0 , V = V und R * \ i = t 
= Ri l d bestehen, wird aus (4. 7) 
Ri)k == V j ] ö t — y fl>]aij — V[A-ai]()T. 
Setzen wir r — k, so wird nach einer Summation über k 
Ri % = y (1 — 1) ( V i üv— y fli Qjj — V t<a/i • 
Beachten wir jetzt, daß der Raum 9in nach der Annahme ein Raum von ska-
larer Krümmung ist, d. h. (0. 2) besteht, so wird auf Grund von (0. 2) 
Rikjk = (n-\)Rgij. 
Aus den beiden letzten Formeln folgt 
(4. 9) y (n - 1 ) ( Vi Oi • - y fli fli j - V [¡ßi] = (/i—l) • 
Da die rechte Seite dieser Gleichung in i,j symmetrisch ist, muß der schief-
symmetrische Teil der linken Seite verschwinden. Daraus bekommt man leicht 
V , ß i — V » O i = 0 , 
und nach (1.1) 
(4.10) dja—3ifl i = 0. 
Der Vektor a ; ist also ein Gradientvektor. Aus (4. 9) bekommt man für den 
metrischen Grundtensor die Form 
(4.11) ^ — y t f ^ V i t f — y O i t f i ] , fli — öifl. 
Die Bedingungen (4. 11) und (0.2) sind offenbar Beschränkungen für 
den metrischen Grundtensor g,f, für n = 2, d .h . für den zweidimensionalen 
Raum bedeutet schon (0. 2) keine weitere Einschränkung, da der Raum 9i2 
bekanntlich immer ein Raum von skalarer Krümmung ist. 
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Die Relation (4.10) bekommt man auch für einen 9t*-Raum von ska-
larer Krümmung vierter Gattung, wenn die Relationen 
(4.12) (a) ß A = 0, (b) = 0 
bestehen, d. h. die Übertragung symmetrisch ist, und R*Jkl. einen gewisser-
maßen zum Tensor R/,h ähnlichen Charakter hat. (4.12) (b) ist nämlich für 
den Krümmungstensor RAi eines Riemannschen Raumes immer gültig (vgl. 
[2] § 8 , insbesondere die Gleichung (8. 14) und die nachfolgenden Zeilen). 
.Aus (4. 7) wird jetzt: 
(4. 13) R' [jk = 4.: ( Vj] ß;— y dj] cii j — V iküj] öri. 
' Setzen wir nun in (4. 13) r — k, so wird nach einer Summation über k 
(4. 14) R?jk = y (n-\) ( v i f l i - y VrAi-
Aus (4.12) (b) folgt nun leicht wegen (4.14) die Relation V [ ; % = 0 , und 
das ergibt wegen (4.12) (a) die gewünschte Relation (4.10). Aus (4.14) 
wird jetzt 
Rl S R*kjk = y («—1) ( y , a^dia, 
und somit kann der Krümmungstensor R*rJk nach (4.13) wegen V[ffOi] = 0 
in der Form 
(4.15) = 
angegeben werden. Wir bemerken noch, daß aus (4.15) und (4.14) die Formel 
(4.13) folgt, wenn V\jdq = 0 ist. 
Zuletzt wollen wir noch in diesem Paragraphen bemerken, daß wenn 9t* 
ein Raum von skalarer Krümmung vierter Gattung ist und AA = ß/;. besteht, 
dann auch der durch gik bestimmte Riemannsche Raum 9in ein Raum von 
skalarer Krümmung ist. Diese Bemerkung folgt einfach aus der Tatsache, daß 
jetzt die autoparallelen Kurven von 9t* mit den geodätischen Linien von 9ilt 
übereinstimmen. Auch aus (4.1) -falls R*}ki die Form (4.1) hat- kann das 
leicht verifiziert werden. Drücken wir nämlich von der Formel (1.7) den 
Tensor S/ki mit Hilfe der kovarianten Ableitung V& aus, (vgl. die Formeln 
(1.2)), so wird: 
S/u = 2\7pA\i\Jk] + 2 Ai\id\t\jk] + 2 A (',<>,',, 
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beachten wir dann noch (1.12a), so folgt aus der Formel (4.1): 
~ Rt rjk = R Ymdki + ySi'ifc. 
Nach (1.6) folgt dann nach Herunterziehen von r, daß 
(4.16) - 1 Rirjk = P > , [jgky 
besteht. Beachten wir jetzt (1.10), und setzen wir für Rijki den Ausdruck von 
(4^ 16) ein, so erhält man nach einer Kontraktion von (1. 10) mit gjl für /¿/c 
die Form; y^ — c S^ und das beweist nach (4. 16), daß ein Raum von 
skalarer Krümmung ist. 
§ 5. Über die Krümmung der autoparallelen Unterräume 
bei den symmetrischen Übertragungen 
In. der Theorie der Riemannschen Räume spielen die zweidimensionalen, 
in einem Punkte P0 geodätischen Flächen G2 bei der Bestimmung der Raum-
krümmung eine wichtige Rolle (vgl. [2] § 25), da die Krümmung von Gz in 
Po eben die in der Richtung von ü 2 in P0 bestimmte Raumkrümmung defi-
niert. In gewissen speziellen 9i*-Räume kann für die in einem Punkte auto-
parallelen Flächen ein etwas schwächerer Satz bewiesen werden. 
Nehmen wir an, daß die durch die Übertragungsparameter (0. 3) be-
stimmte Übertragung symmetrisch ist, d. h. <2 A == 0 besteht. In einem Punkte 
Po können dann bezüglich dieser symmetrischen Übertragungsparameter LA 
Normalkoordinaten eingeführt werden, in der Weise, daß Po der Anfangspunkt 
mit den Koordinaten (0, . . . , 0 ) sei (vgl. [4] §22). Die Gleichung der auto-
parallelen Kurven durch P0 hat dann die Form (vgl. [4] Formel (23.1)) 
Wir betrachten nun in P0 m linear unabhängige Vektoren (« = 1, 2 , . . . , m).1) 
Diese Vektoren bestimmen einen in Po autoparallelen Unterraum Am mit den 
Gleichungen 
(5.1) xl = &ua. 
Wir beweisen den folgenden 
7) Die griechischen Indizes sollen in diesem Paragraphen die Zahlen 1,2, ...,m 
bedeuten. 
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S a t z 8 . ist Q;3n = 0, so ist der Krümmungstensor R*aßyd des durch 
(5.1) bestimmten im Punkte Po autoparallelen Unterraumes ¿1°, die Projektion 
des Krümmungstensors R*jki von Di*, d. h. 
(5. 2) Pa^Ydlü^O = Rijkl£a%ß£y^ö |.*'=0 • 
B e w e i s . Bezeichnen wir mit 
aaß^gijtaiß 
den metrischen Grundtensor von A t , so werden die Festsetzungen von § 3 
bezüglich der induzierten Flächenübertragung auch in diesem Falle gültig sem, 
da ja für die Flächenübertragungsparameter die Dimensionszahl keinen Ein-
fluß hatte. Der einzige Unterschied ist jetzt, daß die Projektionsvektoren 
&e = %e Konstanten sind, und somit bekommt man für die Projektion r / i , 
(5.3) r J y ^ r / k ^ ' ; . 
Nach (5. 3) werden also die Übertragungsparameter von die Form 
(5.4) . < P a ß y = - Ü k t M 
haben, wo nach (3. 3) 
(5.5) 
ist. Da wir jetzt Normalkoordinaten benützt haben ist nach (5.4) 
U k (0 , . . . , 0) = 0, 0aßy (0, ..., 0) = 0, 
und somit wird wegen 
Rci\ö = 2 d[6@\a\ % + 2 0aT\y0\,fd] 
im Punkte x' = 0 die Relation 
Ra°yö | u*=0 = Ri ld ^a^t^y^ö | «J=0 
bestehen. Beachten wir jetzt (5. 5), so wird nach einer Kontraktion mit aßg 
unsere letzte Gleichung eben in die Formel (5. 2) übergehen, w. z. b. w. 
* 
Nach unserer Bedingung war im Satz 8 die Übertragung Vk symmetrisch, 
und somit ist die Übertragung in Bezug auf gik sicher nicht-metrisch. Wäre 
nämlich die Übertragung in Bezug auf gik metrisch, so würde neben (1.9) 
auch noch (1.13) bestehen, und dann wäre nach (1.14) Aijk = 0, der Raum 
Di* wäre somit mit dem Riemannscher Raum Dt„ identisch. 
Aus dem Satz 8 ergibt sich leicht das folgende 
K o r o l l a r . .1st der Raum Di* in einem Punkte Po ein Raum von ska-
larer Krümmung zweiter Gattung, so ist in P0 auch jeder autoparallele 
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m-dimensionale Unterraum ein 9C-Raum von skalarer Krümmung zweiter 
Gattung. 
B e w e i s . Nach unserer Annahme ist in P0 die Relation (2.2) gültig. 
In Po hat aber der Krümmungstensor R„ßyt von -Jim die Form (5. 2). Setzen 
wir R*jkm von (2. 2) in (5. 2) ein, so wird in Po 
Raßyd = 2R ha[ya\ß\d\, huy = Ylj^a '^y , 
w. z. b. w. 
§ 6. Beispiele für die Di* -Räume von skalarer Krümmung 
Wir nehmen an, daß der Basisraum 9i„ ein Riemannscher Raum von 
skalarer Krümmung ist, d. h. der Krümmungstensor R /u die Form (0. 2) hat. 
Setzen wir 
Aijk — pigjk, 
wo pi einen kovarianten Vektor bedeutet und beachten, daß dann die kovari-
ante Ableitung KJi von gik identisch verschwindet, so bekommen wir nach (1.7) 
(6. 1) Sijki = gjk(yiPi—pipi)—gji(ykPi—PiPi). 
Mit der Bezeichnung 
(6.2) yik = pipk—\Jkpi-\- Rgik 
bekommt man auf Grund von (0. 2)8) und (6.1) aus der Formel (1.6): 
(6.3) R*jtt=,2yilkgm; 
der St'-Raum ist also von skalarer Krümmung zweiter Gattung. Es ist R*= 1. 
Ist noch pi ein Gradientenvektor, so ist nach (1.1) (b) und (6. 2) der Tensor 
Yik in /, k symmetrisch. 
Wählen wir aber 
Aijk —pjgik, 
so bekommen wir aus (1.7) 
(6. 4) Sijki = gik ( V + PiPi)—ga(\7kpj + PjPi)• 
Nehmen wir jetzt für Yik den Tensor 
Yß = ViPj+PjPi + Rgji, 
so wird nach (0.2) und (6.4) aus der Formel (1.6) 
(6.5) Rijki = 2gi[ky\j\i]; 
8) Selbstverständlich müssen wir in der Formel (0. 2) den Index j herabziehen. 
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der Krümmungstensor hat also die Form (2.2a) mit / ? * = 1. Die Übertra-
gungsparameter Ln: sind in diesem Falle symmetrisch in i,k, und falls Pj ein 
Gradientenvektor ist, so ist auch yik symmetrisch. 
Um ein Beispiel für den Typ (2. 3) zu bekomen, nehmen wir 
Aijk=gijPk, Pk = dkp-
Es ist jetzt: 
n*J DJ tX i kl A i U • 
Besteht noch (0. 2), so ist der 9i*-Raum ein Raum von skalarer Krümmung 
dritter Gattung. 
Um einen Typ (2.1) für den Krümmungstensor zu bekommen, nehmen 
wir für Aijk die Form: . 
Aijk== Pj Yik, 
wo für yik die Relationen 
( 6 . 6 ) P j S 7 i Y i k = P v Y i k — g r j ( d i r i r u + F i ' k r t r i ) , • V i P j + P i j + p t Y t i P j = Y j i 
bestehen. Offenbar bildet (6.6) ein Differentialgleichungssystem für yik ,pik t 
gik und pj. Es wird jetzt nach (1 .7) : 
( 6 . 7 ) Sijki — 2 Yi[k ( V ; J Pj+Pi]j +PYmPj)—R<M • 
Auf Grund der zweiten Formel von (6. 6) wird die Formel (1.6) wegen (0.2) 
und (6. 7) die Relation 
R*jki = 2Yi[kY\№ 
ergeben; der 9i*-Raum ist somit ein Raum von skalarer Krümmung erster 
Gattung. 
Zum Schluß wollen wir noch darauf hinweisen, daß ein zweidimen-
sionaler 91? -Raum, falls die Übertragung yfc in Bezug auf den Grundtensor 
gik metrisch ist, immer als .einen dit-Raum von skalarer Krümmung von erster 
und zugleich von dritter Gattung betrachtet werden kann. 
Ist nämlich die Übertragung V* in Bezug auf gik metrisch, so ist (1 .9) 
gültig, und der Krümmungstensor R*jM ist — wie das in § 1 bemerkt wurde — 
in i, j und selbstverständlich nach seiner Definitionsformel auch in k, l schief-
symmetrisch. Im zweidimensionalen Fall hat also R*ju im wesentlichen die 
einzige von Null verschiedene Komponente: 7?* 1212. Die beiden Tensoren 
( 6 . 8 ) r i J k i ^ 2 Y i [ k Y \ m u n d Gijki™2g;[kgm, 
wo yik einen beliebiger Tensor zweiter Stufe ist, haben aber dieselben schief-
symmetrischen Eigenschaften, wie R*jM. Sie haben also im 9t2-Raum auch nur 
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eine von Null verschiedene Komponente, nämlich F n n bzw. Gma- F m und 
Gijki stimmen also im 9t* bis auf einen skalaren Faktor mit %jki überein, 
d. h. es ist 
Rtjki — R*r)RIJM, Rfjki = R(G) Gijhi. 
Im allgemeinen ist natürlich Rtn=£:R{a). Nach (6.8) drückt das eben unsere 
Behauptung aus. 
Für wertvolle Bemerkungen spreche ich den Herrn Professoren H. R U N D 
und O . VARGA meinen besten Dank aus. 
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